Quadrados
latinos

Ha alguns anos, o Sudoku vem seduzindo as pessoas. Por
todos os lugares, canetas e lapis sao mordidos a espera da
inspiracao certa para o nimero a ser posto naquele boxe.
Sera um 4 ou um 5? Talvez seja 9. Cidadaos a caminho do
trabalho saem de seus trens pela manha tendo feito mais
esforco mental do que farao no resto do dia. A noite, o
jantar esta no forno. E 5, 4, ou seria 7?

Todos estao lidando com quadrados
latinos — estao sendo matematicos.

Sudoku desvendado No Sudoku, recebemos
uma grade 9 x 9 com alguns nimeros preenchi-

dos. O objetivo é preencher o resto usando os ni-
meros dados como dicas. Cada linha e cada colu-

na deve conter apenas uma vez os algarismos 1, 2,

3..., 9, do mesmo modo que os pequenos quadra-

dos 3 x 3 que o constituem.

Acredita-se que o Sudoku (que significa “algaris-

mos tnicos”) foi inventado no fim dos anos 1970. Ganhou popula-
ridade no Japdo nos anos 1980, antes de arrebatar a popularidade

de massa em 2005. A atragio do quebra-cabeca € que, ao contririo
de palavras cruzadas, vocé nio precisa ter lido muito para tenta-lo,

mas, assim como as palavras cruzadas, ele pode ser instigante. Os

linha do tempo

viciados nas duas formas de autotortura tém muito em comum.

Quadrados latinos 3 x 3 Uma série quadrada contendo exatamente
um simbolo em cada linha e cada coluna é chamada de quadrado latino. O
ndmero de simbolos é igual ao tamanho do quadrado, e é chamado de “or-
dem”. Podemos preencher uma grade 3 x 3 em branco, de modo que cada
linha e cada coluna contenha exatamente um dos simbolos a, b e ¢? Se pu-
dermos, isso seria um quadrado latino de ordem 3.

1779 u.c.

Euler explora a teoria
dos quadrados latinos

Fisher sugere o uso de quad
latinos para projetar expeﬂé
estatisticas

Tarry mostra que nao ha
quadrados latinos ortogonais
de ordem 6

o

A g:or]jegtura de Euler a respeito da nao
le::!stenr;la de determinados pares de quadrados
Inos é refutada por Bose, Parker e Shrikhande

Ao introduzir o conceito de quadrado latino, Leonhard Euler chamou-o de
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um “nov Agi ari
o tipo de quadrado magico”. Ao contrério dos quadrados mdgicos
No entanto, os quadrados latinos n3 '

0 estdo preocupados com aritméti
: s mética, e
os simb é i i ’
olos ndo tém devaf‘ numeros. O motivo para esse nome & simples-
ment i o ti
nte que os simbolos usados para os formar sdo tirados do alfabeto latino
enquanto Euler usoy o grego, com outros quadrados. Y

Um quadrado latino 3 x 3 pode ser facilmente anotado,

e pe S i
Se p r;sgmos em a, b e c como dias da semana, segunda-feira, quarta-feira e
sexta-feira, o quadrado poderia ser usado para agendar reunides entre duas

equipes de pessoal. A Equipe Um ¢ formada
. . por Larry, Mary e N
Equipe Dois por Ross, Sophie e Tom. K e

Pot exemplo, Mary, da Equipe Um, tem uma reunido com Tom, da Equj

Dois .na segunda-feira (a intersec¢do da linha M com a coluna T e: a- sg o
da-feira). A disposicdo do quadrado latino garante que uma reunio acon%un“
entre cada par de membros da equipe e que ndo haja coincidéncia de data:.g ’

Esse N30 € o tnico quadrado latino 3 x 3 possivel. Se interpretarmos A. B e
. . o~ ’

como temas discutidos nas reuniges entre Equipe Um e Equipe Dois po

, PO-

demos produmr um quadrado latino que garante que cada pessoa discuta um
tema diferente com um membro da outra equipe.

EnFﬁo Mary da Equipe Um discute o tema C com Ross, o tema A com So-
phie e o tépico B com Tom.

Mas i i
quando aconteceriam essas discussdes, entre quem e sobre que tema?

Qual i
S€ria o esquema para essa complexa organizagio? Por sorte, og dois
)

Jogos como o Sudoku sio inventados
em Nova York
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Quadrados latines

quadrados latinos podem ser combinados, simbolo a simbolo, para produzir
um quadrado latino composto, no qual cada um dos nove pares possiveis de
dias e de tépicos ocorram em exatamente uma posigao.
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Qutra interpretagio para o quadrado € o histérico problema dos “nove ofi-
ciais”, no qual nove oficiais pertencentes a trés regimentos a, b e.c e a trés
postos A, B e C sdo postos no pétio de parada, de modo que cada linha e co-
luna contenha um oficial de cada regimento e de cada posto. Quadrados lati-
nos que se combinam desse jeito sdo chamados de “ortogonais”. O caso 3 x 3
¢ direto, mas encontrar pares de quadrados latinos ortogonais para alguns
quadrados maiores ndo é nada fécil. Isso foi uma coisa que Euler descobriu.

No caso do quadrado latino 4 x 4, um “problema dos 16 oficiais” seria arrumar
as 16 figuras de baralho em um quadrado de modo tal que haja um posto (As,
Rei, Rainha ou Valete) e um naipe (espadas, paus, copas ou ouros) em cada li-
nha e coluna. Em 1782, Euler propds o mesmo problema para “36 oficiais”. Em
esséncia, ele estava procurando dois quadrados ortogonais de ordem 6. Nzo
conseguiu encontri-los e conjecturou que nio havia pares de quadrados latinos
ortogonais de ordens 6, 10, 14, 18, 22, ... Serd que isso poderia ser provado?

Entdo apareceu Gaston Tarry, um matemdtico amador que trabalhara como
funciondrio publico na Argélia. Ele examinou exemplos e, por volta de
1900, havia verificado a conjectura de Euler em um caso: ndo hé par de
quadrados latinos ortogonais de ordem 6. Os matemadticos naturalmente su-
puseram que Euler estava correto nos outros casos, 10, 14, 18, 22...

Em 1960, os esforcos combinados de trés mateméticos assombraram o mundo
matemético, provando que Euler estava errado em todos os outros casos. Raj Bose,
Ernest Parker e Sharadchandra Shrikhande provavam que havia, mesmo, pares
de quadrados latinos ortogonais de ordem 10, 14, 18, 22... O tnico caso em que
quadrados latinos ndo existem (fora os triviais de ordem 1 e 2) é o de ordem 6.

Vimos que h4 dois quadrados latinos mutuamente ortogonais de ordem 3. Para a
ordem 4, podemos produzir trés quadrados que so mutuamente ortogonais, um
em relacdio ao outro. Pode ser mostrado que nunca ha mais do que n — 1 quadra-
dos latinos mutuamente ortogonais de ordem n, entéo paran = 10, por exgmplo,
nio poderd haver mais de nove quadrados latinos mutuamente ortogonais. M?S
encontra-los é uma outra histéria. Até agora ninguém conseguiu sequer produzit
trés quadrados latinos de ordem 10 que sejam mutuamente ortogonais.
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Os quadrados latinos sio titeis? R.A. Fisher, um eminente estatisti-
€0, viu 0 uso prético para o quadrado latino. Ele os usou para revolucionar

métodos agricolas durante sua época na Estacdo de Pesquisa de Rothamsted,
em Hertfordshire, no Rein®Unido.

O objetivo de Fisher era investigar a eficacia de fertilizantes no rendimento
de um cultivar. Idealmente, o que se quer ¢ plantar cultivares em condi¢des
de solo idénticas, de maneira que a qualidade do solo nio seja um fator in-
desejével que influencie o rendimento do cultivar. Poderfamos entzo apli-
car os diferentes fertilizantes, certos do conhecimento de que a “amolagio”
da qualidade do solo foi eliminada. O dnico jeito de garantir condi¢des de
solo idénticas seria usar o mesmo solo — mas nio ¢ prtico ficar cavando e
replantando cultivares. Mesmo se isso fosse possivel, condi¢Ges meteorols-
gicas poderiam se tornar um novo estorvo.

Um modo de contornar isso é usar quadrados latinos. Vamos examinar o
teste de quatro tratamentos. Se marcamos um campo quadrado em 16 lotes,
podemos imaginar o quadrado latino como uma descri¢do do campo em
que a qualidade do solo varia “verticalmente” e “horizontalmente”.

Os quatro fertilizantes sdo entdo aplicados aleatoriamente no esquema mar-
cado como a, b, ¢ e d, de modo que exatamente um € aplicado em cada linha
e coluna em uma tentativa de eliminar a variagdo de qualidade do solo. Se
suspeitamos que algum outro fator pode influenciar o rendimento do cultivar,
podemos lidar com isso também. Suponhamos que achamos que a hora do
dia em que o fertilizante ¢ aplicado ¢ um fator. Marque quatro zonas de horas
durante o dia como A, B, C e D e use quadrados latinos ortogonais como o
projeto para um esquema para reunir dados. Isso garante que cada tratamento
e zona hordria é aplicado em um dos lotes. O projeto para a experiéncia seria:

a, hora A b, hora B ¢, hora C d, hora D
b, hora C a, hora d d, hora A ¢, hora B
¢, horaD d, hora C a, hora B b, hora A
d, hora B ¢, hora A b, hora D a, hora C

Outros fatores podem ser separados indo adiante e criando projetos de qua-
drados latinos cada vez mais elaborados. Euler nio podia sonhar que a solu-
¢do do problema dos seus oficiais fosse ser aplicada em experiéncias agricolas.

A ideia condensada;:
sudoku revelado




